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lzravnanje po metodi posrednih merenja

* Gaus-Markovljev model izravnanja

v=Ax+f — funkcionalni model
P, = Q; 1 E(v) =0 -stohasticki model
* Funkcionalnim modelom je definisana funkcionalna (matematicka)
veza izmedu merenih veliCina i nepoznatih parametara modela.

 Stohasticki model definise odredene pretpostavke u vezi sa
merenjima.



Funkcionalni model

|| x
* Funkcije veze \ :”
Yi—-Y; %L\\ 7 |
Aj—j t Vg;_; = arctan (X],_ ll) tZ — horizontalni pravci (9“,%;\/': y
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* Funkcije veze linearizuju se razvojem u Tejlorov red u okolini pribliznih vrednosti
nepoznatih parametara, nakon Cega se dobijaju jednacCine popravaka:

Vg,

]=aUXm+bUle+aﬂdX]+bﬂdY]+dZ+fal_]

Vp.



Funkcionalni model

* Slobodni ¢lanovi

0 j -y
fai_; = al i —a;_ —jr Qi = v/ +ZO, v; = arctan X0 X
Yo, Y2, X?, X, Z, - priblizne
_ no 0 _ 0 0 0 0 :
fDi_j =Di_j—Di—j, Di_; = \/(Y] — Y )2+(Xj - Xi)? vrednosti nepoznatih parametara

» Koeficijenti

oa;_; " sinv! oa;_; " cosv!
au-:< lj) R bu:( lj) = -EL,  p"=206265
0

OD;_; j dD;_; .
Al-jz( ox, >0=—COSVl-, Bij=< oY, 0=—smvi




Funkcionalni model

* Primer 1 — dvodimenzionalna geodetska mreza

Tacka T(Y, X) odreduje se od tacaka 1, 2 i 3 merenjem duZina i pravaca do istih.
Standardi merenja su: 2”- za pravce i 3mm + 3mm/km - za duzine. Oceniti
koordinate trazene tacke i sracunati elemente apsolutne elipse gresaka.

Date tacke: 1,2i3

Nepoznata tacka: T

Jednacine popravaka:

Vor_, = Qr1* AXp +bry - dYr +dZ + fo, ) far_, = (vt +Zy) —ar—4
Vap_, = Qrg * AXp +bry - AYr +dZ + fo ) far_, = Vi +Zy) — ar_;
Vap_, =3 dXp + bz - dYr +dZ + [ ) foar_, = V3 +Zp) —ar_3
Upp_, = Ar1 - dXp + Bry - dYr + fp. ., fop_, = D1 —Dr_4

Up,_, = Arp - dXp + By - dYr + fp. ., fpo,, = Dp_p —Dr_;

Up, o = Arz - dXp + Brs - dYr + fp. ., fpp ., = Df_3 — Dr_3

2
T

3
_ 1
Zo1 = Qp_q — VT
_ 2
Loy = Qp_y — VT
3




Funkcionalni model

* Primer 1 — dvodimenzionalna geodetska mreza
Formiranje matrice dizajna A i vektora slobodnih ¢lanova f:

dXp dYr dZ o

[AT1 le 1_ adr_q faT_l

arz br, 1|ar—; faT_z
A= ars bT3 1|%7-3 f = ar-3

A1 By 0|Dr-1 for_s

ATZ BTZ 0 DT—Z fDT_z

Ars Brz 0]Pr-3 fpr_s.
Napomene:

e Slobodna ¢lanove za horizontalne pravce izraziti u sekundama.
e Slobodne c¢lanove za duzine izraziti u milimetrima.

* PriraCunanju koeficijenata a;; i b;;, duzine Dio_j izraziti u milimetrima.



Stohasticki model

* Primer 1 — dvodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice tezina P:

Tezine merenja P; predstavljaju stepen poverenja u rezultate merenja.

Za o0, usvojiti vrednost 1!

Og;_; = 2

P,
Opy_, =3 mm + 3% - DY _,[km] ar-1

Op,_, = 3 mm + 3% -DP_,[km]  p

Op;_, =3 mm + 3% - DY _5[km]
P

— 0
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O-aT—3 T-3
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Kompletno resenje zadatka dostupno je u fajlu Racun izravnanja - Vezba 4.xlsx.
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Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=0
N = ATPA
n = ATPf

* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih veliCina
£=—Q¢-n,Qe=N"1 Kontrola racunanja:
=AR+f VPV = fTPf + n’%

* Ocena disperzionog koeficijenta
vIPY

7

2 __ . . . .
my = f =n —u, n—broj merenja, u — broj nepoznatih parametara



Matricne funkcije u Excelu

* Excel funkcije za rad sa matricama:

MMULT — mnozenje matrica;

MINVERSE - inverzija matrice; Tutorijal — Matricni racun u Excelu
TRANSPOSE —transponovanje matrice;
MDETERM - determinanta matrice.




Globlani test na grube greske

* Hipoteze
Hy:0? = of protiv Hy: 0% # o,
pri éemu je 0% = M(‘m%), a M operator matematickog ocCekivanja.

e Test statistika

_ M

T = 2z Fi_af 0 Excel: F;_4 o — FINV(a, £,10000)

Ukoliko je T < Fj_g4 f,00, NUlta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_4 f,00, NUlta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u
merenjima prisutne grube greske.



Data snooping test

* Data snooping test se primenjuje ukoliko je primenom globalnog testa
utvrdeno da postoje grube greske u merenjima.

* Hipoteze

Hy:E(5;) =0 protiv Hy:E(6;) + 0,

pri Cemu je 0; gruba greska kojom je opterec¢eno merenje [;.
* Test statistika

v

Wi =
Oy /Qv Dj

gde je v; popravka i-tog opazanja, g, a priori standardna devijacija, Qp,p; i-ti
dijagonalni element kofaktorske matrice popravaka Q¢ i N standardizovana

~N(0,1),

normalna raspodela.
Qi =P — AQA"




Data snooping test

* Ukoliko je w; = N;_, /5, merenje [; optereCeno je grubom greskom.
Sa druge strane, ako je w; < N;_,/,, merenje [; nije optereceno
grubom greskom.

Excel: N;_,/, = NORMINV(1 — (a/2),0,1)

» Kada je vise merenja opterec¢eno grubom greskom, merenje sa
najvecom vrednoscu test statistike w; proglasava se grubom greskom
i odbacuje iz merenja.

* Postupak izravnanja se ciklicno ponavlja sve dok se sva merenja sa
grubim greskama ne identifikuju i odbace.



Defintivna kontrola izravnanja

Izravnate koordinate: Kontrola izravnanja:
Y, =Y° +ay, Ug; ; = i—j —
A~ . O . P
Xi = Xi + Xm uDl._j == Di—j Dl—]
7 =27y+dZ
Merene veliCine iz izravnatih koordinata: Ug;_;
e | v, -, u=| u-9v=0
Aj_j = ﬁi] + Z, ﬁlj arctan [ =—— :
Xi — X,
Up,_;
Doy = [ - )2+ (% - ?

Na ovaj nacin se kontroliSu sve moguce
gresSke u postupku izravnanja.



Analiza tacnosti geodetskih mreza

* Ocena tacnosti moze biti globalna ako se odreduje jedna vrednost
kao reprezent za ceo skup veliCina u geodetskoj mrezi ili lokalna ocena
tacnosti ako se ona odnosi na pojedine velicCine.

tacnosti
I

Tacnost Tacnost
taCaka funkcija

Analiza ]

mere mere mere mere

Globalne} { Lokalne

Globalne] { Lokalne ]




Analiza tacnosti geodetskih mreza

* A posteriori standardna devijacija (globalna mera ta¢nosti)

[0y,

_[eTPe 0o s
moy = 7 Q X
R .

pri cemu je f = n — u broj stepeni slobode.

» Standardne devijacije koordinata tacaka (lokalne mere tacnosti)

O-Yi = mO\/ Q?i?i' O-Xi = mO\/ Q)?i)?i'
pri cemu su Qp.p., Q¢.2, dijagonalni elementi kofaktorske matrice Q.

e Standardne devijacije polozaja tacaka (lokalne mere tacnosti)

Op;, = \/ayi + oy,




Analiza tacnosti geodetskih mreza

* Elementi apsolutnih elipsi gresaka (lokalne mere tacnosti) 1%

/11,1' —

Nlr—\

(Q)?l)? Q + k) AZ [ — (Q)?l)? QY Yl )

N | =

J(QXX Q5,9)7+4Q% ¢ 7

A = m0\//11,1' 'Xlz—a,f' B; = mo\/ﬂz,i 'Xlz—a,f'

)(12—a,f - kvantil y? raspodele za nivo zna&ajnosti « i broj stepeni slobode f
Za a usvojiti vrednost 0.05, broj stepeni slobode f iznosi 2 jer kod 2D mreza tacke imaju dve koord.
X6os2 = 5.99,zaa =0.05if = 2.

Excel: y{_,; — CHIINV(a, f)




M X

Analiza tacnosti geodetskih mreza

Y
1 20Q0%.v. >
0; = — (arctan ( — + KV)
2 g2, — Cp,p,
Primer: 0 0
XiX;i — WYY;
2089, = —2
Q)?i)?i _ Q?i?i — _2 — _|_ + +
KV =360° | KV=0°
KV = 180°
> ZQXiYi

2 —2 — - +—

KV = 180° KV = 180°

1 —2 1
0 == (arctan (—) + KV) =3 (45° + 180°)




Funkcionalni model

 Jednacine popravaka — visinske razlike (geometrijski nivelman)
Ahi_; = Ah;_j + Unh;_; (1)
Ah;_; = H; — H; (2)
Na osnovu izraza (1) i (2) moze se napisati:

vAhi—j — (H] — Hl) - Ahi_j, 1:7] — H]O + dH] I Hi — HLO + dHl',

vAhi—j = H]O + dH] — HLO — dHl — Ahi_j,

a onda:
vAhi_j — dH] _ dHl + fAhi_ji fAhi_j — (H_]O _ Hlo) o Ahl—]



Funkcionalni model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Na osnovu prikupljenih merenja izravnati slobodnu geodetsku mrezu geometrijskog
nivelmana po metodi posrednih merenja. Za kotu repera 1 usvojiti vrednost 100 m.

Priblizne visine repera:

Usvajamo H; = 100 m, reper 1 smatra se datim.

HY =H, +Ah,_,, H} =H, +Ah,_3, H) = H — Ah,_,
Jednacine popravaka:

Van,_, = AHy + fan,_,» fan,_, = (H3 —H;) — Ahy_,

Van,_, = AHz — dHy + fan, ., fan,_, = (H3 — H)) — Ahy_3

Van,_, = AH3 + fan,_,» fan,_, = (H3 — Hy) — Ahy_3

Van,_, = —dHy + fan,_» fan,_, = (Hy — Hy) — Ahyy

Van,_, = AHy — dHy + fan,_,» fan,_, = (H3 —H$) — Ahy_,

Van,_, = AHs — dHy + fan, ., fan,_, = (H3 —H$) — Ahy_s



Funkcionalni model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice dizajna A i vektora slobodnih ¢lanova f:

dH, dH; dH, _ -
_ 1 0 O - vAh]_—z fAhl_z
—1 1 0| van,_, fan,_s
A= O 1 0| YAni_s f— fAh1_3
0 O _1 vAh4—1 fAh4_1
1 0 o 1 vAh4_2 fAh4_2

L0 1 —11 Van,_
43 fan, s

Napomena:

* Slobodna ¢lanove fAhi_j izraziti u milimetrima.



Stohasticki model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice tezina:
1

Pani_; = n. .’
i—J

n;_j — broj stanica.

p _ - p _ —PAhl—z 0 0 0 0 0 7 Ahl—z
Ahq_» s Ahy_q a1 0 Pa,, O 0 0 0 |Ah,_3
1 1 p=| 0 0 P, O 0 0O fAR 4
Ppp, , = — Ppp,_, = " 0 0 0 Pap,, O 0 |Ahy_yq
21—3 4-2 0 0 0 0 Pan,, O |Ahy,

_ _ P
Pap,_, = — Pap,_, = — 0 0 0 0 0 Ahy_3zdAhy_5

Kompletno reSenje zadatka dostupno je u fajlu Racun izravnanja - Vezba 4.xlsx.



Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=0
N = ATPA
n = ATPf

* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih veliCina
£=—Q¢-n,Qe=N"1 Kontrola racunanja:
=AR+f VPV = fTPf + n’%

* Ocena disperzionog koeficijenta
vIPY

7

2 __ . . . .
my = f =n —u, n—broj merenja, u — broj nepoznatih parametara



Globlani test na grube greske

* Hipoteze
Hy:0? = of protiv Hy: 0% # o,
pri éemu je 0% = M(‘m%), a M operator matematickog ocCekivanja.

e Test statistika

_ M

T = 2z Fi_af 0 Excel: F;_4 o — FINV(a, £,10000)

Ukoliko je T < Fj_g4 f 00, NUlta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_4 f,00, NUlta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u
merenjima prisutne grube greske.



Defintivna kontrola izravnanja

lzravnate kote repera:
H, = H? + dH;

Merene veliCine iz izravnatih kota repera:
Rhi_; =0 - B

Kontrola izravnanija:

—

uAhl._j = Ahi—j — Ahi—j

u= [uAhi—j] u-—

Na ovaj nacin se kontroliSu sve moguce greske u postupku izravnanja.

<)
[
()



Analiza tacnosti geodetskih mreza

» A posteriori standardna devijacija (globalna mera tacnosti)
VTPV
f )

pri¢emu je f = n — u broj stepeni slobode.

m():

e Standardne devijacije visina repera (lokalne mere tacnosti)

6-Hi — mO Qﬁl

0o - a priori standardna devijacija Q

Qﬁi - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Qg

O




