FAKULTET TEHNICKIH NAUKA
GEODEZIJA | GEOINFORMATIKA

INZENJERSKA GEODEZIJA 3
-VEZBA 1 -

NOVI SAD, 2021



lzravnanje po metodi posrednih merenja

* Gaus-Markovljev model izravnanja

v=Ax+f{ — funkcionalni model
P=Q;'E(v) =0 -stohasti¢ki model
* Funkcionalnim modelom je definisana funkcionalna (matematicka)
veza izmedu merenih veliCina i nepoznatih parametara modela.

 Stohasticki model definiSe odredene pretpostavke u vezi sa
merenjima.



Funkcionalni model
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* Funkcije veze N\ |
/v )

o — j—ri _ . . . (JAN )

Aj—j t Vq,_; = arctan (X,-—Xi> +Z horizontalni pravci ,%% \ | vl
Z |

: .. %%\\ -
Di_j+vp,_; = \/(Y] —Y))?+(X; — X;)* —horizontalne duZine \¥|>
i Di_;

* Funkcije veze linearizuju se razvojem u Tejlorov red u okolini pribliznih vrednosti
nepoznatih parametara, nakon cega se dobijaju jednacine popravaka:

v“i—j = aij . Xm + bl] . le + aji . dX] + b]l . dY] + dz +f05i—j

vDi—j = Al] . Xm + BU . le + A]L . dX] + B]L . dYJ + fDi—j



Funkcionalni model

* Slobodni ¢lanovi

0 j Y-y
fa;_ ;i = al i —a;_ —jr Qi —v +ZO, v; = arctan X%
Y2, Y2, X?, X, Z, - priblizne
_ no 0 _ 0 0 0 0 :
fDi_j =Di_j—Di_j, Di_; = \/(Y] — Y )2+(Xj - Xi)? vrednosti nepoznatih parametara

* Koeficijenti

oa;_; " sinv! oa;_; " cosv!
au-:< ”> =5+ bi-:( lj) =-S—L,  p"=206265
0

Aijz( ox, >0=—cosvi, Bij=< o, 0=—smvi




Funkcionalni model

* Primer — dvodimenzionalna geodetska mreza

Za potrebe izgradnje objekta uspostavljena je dvodimenzionalna geodetska mreza koja se sastoji od 4 tacke. U mrezi su
mereni horizontalni pravci u dva girusa i duzina sa dva ponavljanja. Standard merenja pravaca iznosi 2”, a horizontalnih
duzina 2 mm + 2ppm. lzravnati rezultate merenja po funkcionalnom i stohastickom modelu posrednog izravnanja,

a) Kada je datum definisan na klasi¢an nacin tackama 1i3 (Y, X; i Y3);

b) Minimalnim tragom kofaktorske matrice Q4 za tacke 2 i 4.

Jednacine popravaka: 3
Ual_z = aq dX]_ + blZ y le + arq dXz + b21 y dYZ + dZ1 + f“1—2 2

Uaz_s = dy3* dX2 + b23 y de + asop dX3 + b32 y dY3 + dZZ + fa2_3
le—Z = A12 . Xm + BlZ y le + A21 y dXz + B21 y dYZ + fD1_2

UD4_3 == A34 y dX3 + B34 y dY3 + A43 . dX4 + B4_3 y dY4 + fD4_3



Funkcionalni model

* Primer — dvodimenzionalna geodetska mreza
Formiranje matrice dizajna A:

'I(jYI ZX1 Zyz Oilxz dg:; di)(s d(? d)(;4 dil dgg . (fo,_, | fo, =(VE+2Z))—a;_, Z1g =y — Vi
Z oo b al:z Jar-s fa1—3 = (Vf + Zf) —01-3 Z1p =013 — V13
biz a13 0 0 b33 a3y 0 0 1 0]%-3 f
biy @1a 0 0 0 0 by ayy 1 0f%-4 e far o = (V1 +22) — @14 Zi3 = (1_4 — Vi
0 0 by i 0 0 bgag 0 1|ae [  ZyitZiy 4 7o
b12 air b21 a1 0 0 0 0 0 1 ar_1 fa2—1 Zl = - 3, -
0 O py; Gzz bz az; 0 0 0 1[%-3 az-3 f — (v¥+ 79 — o
= 2—4
A = BlZ A12 B21 A21 0 0 0 0 0 0 D1—2 _ fD1_2 #2-4 _ ( 21 Z%) _ ZZ,l = 0y_4 — Vg'
- D f= far = (V3 +2Z3) —apy
By A3 0 0 B33 A3 0 0 0 0OfPi-3 fp._s 3 5 7 — g — oyl
Bl4 A14_ O O O O B41 A41 0 0 D1_4 fD f“z—s = (VZ + ZZ) - a2_3 2,2 — 2—1 2
0 0 B24 A24 0 0 B42 A42 0 O D2—4- fD1_4 ZZ,3 = az_3 — V;
By, A12 Byy A1 0 0 0 0 0 0]|D2s 24 _ o _ 7 47 o +7
0 0 Bz3 A23 332 A32 0 0 0 0 1)2_3 fDZ—l fDl—z D1:—2 D1—2 Zg — 2,1 ;,2 2,3
0 0 0 O B3y Azg Byg Asz 0 0]D3-4 I, _ no
0 0 0 O B3y Azg By Asz 0 0] Da-3 fps_, fp4s = Da-3 = Da-s
_fD4—3_



Stohasticki model

* Primer — dvodimenzionalna geodetska mreza

Racunanje standardnih devijacija pravaca i duzina:

. mm
Oq;_; = 2 Op;_; = 2 mm + KDi_j[km]
Oy. . -
Ouy_; = # G — broj girusa Op,_; = 5; , P — broj ponavljanja
Homogenizacija tezina:
Za oy usvojiti vrednost 1! P
2 a1-2
fory =52 P
12—1 P = az-3 P
p o) Dy
D;_j 0_2 0
Di—j




Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=20
N = ATPA
n = ATPf

* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih veliCina
X=—-Q;'n, Qs =N"iliQ; =N* Kontrola radunanja:
= AR L f TPV = fTPf + n"%

* Ocena disperzionog koeficijenta
Al 2

m% = f =n—u+d, n-brojmerenja, u— broj nepoznatih parametara,

f d — defekt mreze



Definisanje datuma geodetskih mreza

* Kod slobodnih geodetskih mreza matrica dizajna A ima nepotpun rang r(A) =
r < u, tj. broj njenih linearno nezavisnih kolona je manji od broja nepoznatih
parametara u. U tom slucaju matrica koeficijenata normalnih jednacina N =

ATPA je singularna, jer je det(N) = 0.
* Velic¢ina d = u — r predstavlja defekt datuma geodetske mreze. Defekt datuma
geodetske mreze jeste broj nedostajucih datumskih parametara.

* Datum geodetske mreze Cine parametri koji definisu koordinatni sistem, odnosno
parametri koji su neophodni za definisanje geodetske mreze po obliku, polozaju i
velicini.



Definisanje datuma geodetskih mreza

 Defekt datuma geodetske mreze zavisi od vrste merenih veliCina u geodetskoj
mrezi.

Datumski parametri

Merene velic¢ine Translacije Rotacija Razmera
ty tX ry S
Duzine x x x v
Pravci = = x x
Uglovi = = = x
Azimuti x x v x
GNSS 2D vektori x x v v



Klasican nacin definisanja datuma geodetske
mreze

» Kod klasi¢nog nacina definisanja datuma fiksira se neophodan (minimalan) broj
koordinata tacaka/repera mreze.

* Primer — dvodimenzionalna geodetska mreza

U mrezi je planirano merenje pravaca i duzina, pa defekt datuma geodetske mreze iznosi 3
(definisana je razmera geodetske mreze). Shodno tome, fiksiramo koordinate Y3, X4 i Y.

Matrica datumskih uslova:
dY, dX, dY, dX, d¥s dX; dY, dX, dZ, dZ,
1000000000]&/

0 1 0 0 O 0 0 0 Oftx
1

R" = 0
00 0 0 0 0 0 0 olr

RIS

R- Qe =N



Definisanje datuma minimalnim tragom

kofaktorske matrice Qg

* Kod ovog nacina definisanja datuma sve tacke mreze koje ucestvuju u definiciji

datuma imaju jednak tretman.

Matrica datumskih uslova formira se na sledeci nacin:
dy, dX; dY, dX, dYs dX; dY, dX, dZ,dZ,

1/r O Ym0 Ym0 Ym0 0 ol

BT — fvm O w0 Swm 0 fm 0 0
—51 m =& M2 =& N3 —=¢§, Ny 0 0O]ry

'n, $1 n, $2 n3 $3 ng, & 00

Kontrola racunanja:
BB =E,

gde je E jedini¢na matrica.

Xi — Xo i — Y
i g i = g
1 m 1 m
Xo = m X;, Yo = EZY‘
1=1 =1
m m
g= ) G=T)?+ ) (X - X2
\ i=1 i=1

m — broj taCaka koje ucestvuju u
definiciji datuma geodetske mreze



Definisanje datuma minimalnim tragom
kofaktorske matrice Q4 za deo tacaka mreze

Datum mreze definisu tacke 2 i 4. Bududi da je u mrezi planirano merenje

pravaca i duzina, definisana je razmera geodetske mreze, pa matrica datumskih
uslova ima sledeci oblik:

dy, dX, dY, dX, dY, dX; dY, dX, dZ, dZ,

(0 0 Ym O 0 0 Ym 0 0 o]ty
B'=10 0 o 1/\/m 0 0 0 1/@ 0 O|tx
I 0O O —62 n- 0O O —{"4 N4 0 0_ Tz




Globlani test na grube greske

* Hipoteze
Hy:0% = of protiv Hy: 0% # a¢,
pri éemu je 0% = M(m%), a M operator matematickog ocekivanja.

e Test statistika

m2

T = G—é’ ~ Fi_qf0 Excel: Fi_q r0o — FINV(a, f,10000)

Ukoliko je T < Fj_g4 f 0, NUlta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_4 f,00, NUlta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u
merenjima prisutne grube greske.



Defintivna kontrola izravhanja

Izravnate koordinate: Kontrola izravnanja:
AN 0 = ~ § —
Y=Y +dY Uapj = Aij = Ai-j
5 w0 e
Xi = Xi + Xm uDl._j — Di—j Dl—]
Merene veliCine iz izravnatih koordinata: Ug;_;
A N N Y, =Y u=| . u—v=_0
a_; =v; +2, V; = arctan | =—— :
j — X u
Di—j

mﬁ—J@—ﬁVﬂ&—&V

Na ovaj nacin se kontroliSu sve moguce
greske u postupku izravnanja.



Analiza tacnosti geodetskih mreza

* Ocena tacnosti moze biti globalna ako se odreduje jedna vrednost
kao reprezent za ceo skup veli¢ina u geodetskoj mrezi ili lokalna ocena
tacnosti ako se ona odnosi na pojedine velicine.

tacnosti
I

Tacnost Tacnost
tacaka funkcija

Analiza ]

mere mere mere mere

Globalne} [ Lokalne

Globalne] { Lokalne ]




Analiza tacnosti geodetskih mreza

e Standardne devijacije koordinata tacaka Qs 7,

O-Yi — O-O\/ Q?i?i ’ O-Xi — O-O\/ Q)?i)?i Q

0o - a priori standardna devijacija

»

Qy,p,» Qz,%, - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Qg

e Standardne devijacije polozaja tacaka

Op;, = \/ayi + Oy,




Analiza tacnosti geodetskih mreza

* Elementi apsolutnih elipsi greSaka (RS
1 1
Al,i — E (QXLXL T Q?i?i + k)l /12,1' — E (QXLXL + Q?il?i _ k) \
0
- B Y
k = \/ (Qg,2;, — Qp,9)°+40Q% 5, / g
A

A; = 0'0\//11,1' ‘X12—a,f' B; = 00\/’12,1' 'Xlz—a,f

X12—a,f - kvantil y2 raspodele za nivo zna&ajnosti « i broj stepeni slobode f
Za a usvojiti vrednost 0.05, broj stepeni slobode f iznosi 2 jer kod 2D mreza tacke imaju dve koord.

2 — — Y -
X0os2 =999,z2aa=0.05if = 2. Excel: y{_, ; — CHIINV(a, f)




1

0; = > (arctan

Primer:

20z,9, = —2

Qz,2, — Qo9; = —2

KV = 180°

0—1 t -
=7 | arctan

—2

1
) + KV) = - (45° + 180°)

Y\
QXiXi _ QYiYi
N
. ++
KV =360° | KV=0°
> ZQXiYi

PR _l_ J—

KV = 180° KV = 180°




Analiza tacnosti geodetskih mreza

e Standardne devijacija izravnatih merenih veliCina

0y - a priori standardna devijacija
Qy,1, - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Q

Qi = AQAT - kofaktorska matrica izravnatih merenih veli¢ina



Analiza pouzdanosti geodetskih mreza

* Pouzdanost geodetske mreze predstavlja kvalitet predlozenog reSenja sa aspekta mogucnosti
otkrivanja grubih gresaka u merenjima (unutrasnja pouzdanost), i sa aspekta uticaja neotkrivenih
grubih gresaka na ocene trazenih veli¢ina (spoljasnja pouzdanost).

pouzdanosti
[

Analiza ]

pouzdanost pouzdanost

Unutrasnja ] { Spoljasnja ]

mere mere mere mere

Globalne] [ Lokalne

Globalne] [ Lokalne ]




Unutrasnja pouzdanost geodetskih mreza

 Koeficijenti unutrasnje pouzdanosti

Qi = AQ,A(AT - kofaktorska matrica izravnatih merenih veliCina
s=P71— Q; - kofaktorska matrica popravaka merenih velicina

Kontrola:

ri=Qﬁiﬁi.Pi z
ri = f,

5.9, — L-ti dijagonalni element matrice Qg

f =n—u+ d - broj stepeni slobode.

P; —i-ti dijagonalni element matrice tezina P

Koeficijent r; predstavlja uticaj grube greske i-tog opazanja na i-tu popravku.
Verovatnoca otkrivanja grube greske je veca ukoliko je koeficijent r; veci.
r; < 0.3 — nepouzdano merenje, r; = 0.3 — pouzdano merenje



Unutrasnja pouzdanost geodetskih mreza

 Marginalna gruba greska koja se moze otkriti Data snooping testom

Oo+/ A :
G; = ——=—=, ./ Ay - parametar necentralnosti
Py /Qﬁiﬁi

V /10 = tl—ﬁo + tl—aO/Z
t1—p, - kvantil studentovog rasporeda za usvojenu moc testa

t1—a,,/2 - kvantil studentovog rasporeda za usvojeni nivo znacajnosti

Jo =0.842 +1.96 = 2.802,z2a1— S, = 0.80 i &y = 0.05.

Marginalna greska G; predstavlja vrednost grube greske koja se moze otkriti
Data snooping testom, pod pretpostavkom postojanja samo jedne grube greske.



Transformacija resenja

* Transformacija resenja iz datuma definisanog na klasican nacin u
datum definisan minimalnim tragom
A\ _ _|_ ~
Xtrans — N NX
X - vektor nepoznatih parametara iz klasicnog nacCina definisanja datuma
0

Kontrola: X¢,-gns — X

* Transformacija resenja iz datuma definisanog minimalnim tragom u
datum definisan na klasican nacin
Xtrans = NTNX
X - vektor nepoznatih parametara iz reSenja kada datum definisan min. tragom
0



