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Izravnanje po metodi posrednih merenja

* Gaus-Markovljev model izravnanja

v=Ax+f — funkcionalni model
P=Q;'E(v) =0 - stohasticki model
* Funkcionalnim modelom je definisana funkcionalna (matematicka)
veza izmedu merenih veli¢ina i nepoznatih parametara modela.

* Stohasticki model definiSe odredene pretpostavke u vezi sa
merenjima.
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Funkcionalni model

* Funkcije veze

_ Y;-Y; 7 hori Ini .
ai—j+ Vay_j = arctan H + Z; — horizontalni pravci
— arctan (220 ientisani _
Pi-j + Vy,_; = arctan X% orijentisani pravci
. — Yk—Yi) _ Y-y b .
Bj-i-k + Vg i, = arctan (Xk_Xi arctan (X,-—Xi horizontalni ugao
Di_j+vp,_; = \/(YJ =Y+ (X — X;)? — horizontalne duzine

Funkcionalni model

* Funkcije veze linearizuju se razvojem u Tejlorov red u okolini pribliznih vrednosti
nepoznatih parametara, nakon ¢ega se dobijaju jednacine popravaka:

vai—j = ai]- . Xm + bl] . le + aji . dX] + bjl . dY] + le + fai—j
U‘Pi—j = al-]- . dXL + bl] . le + ajl- . de + bjl . dY] +f(Pi—j
ij—i—k = (aik - al-]-) . Xm + (bik - bl]) . dYL + Agi * ka + bki . dYk - a]-i . dXJ - b]l . dY} + fBj—i—k

vDi—j = AL] . Xm + Bl] . le +Ajl . dX] + B]l . dY] +fDi—j
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Funkcionalni model

* Slobodni ¢lanovi

. . yo_y0
_ 0 0 _.,J [ N
fai-j =aq_j—aj, a_;=V; +Z;, vj = arctan <x;?—xi°>
. . yo—_y0
_ 0 0 _.J J_ j N
foiy = Qimj — Qi-jp Pij =Vi, v; =arctan| 55
] A

/i =B ik~ Bjickr Bix =vE—v], vF = arctan Ye-v v/ = arctan vov
Bj—i—k = Pj—i—k — Pj-i~k» Pj-i-k = Vi DV = X0 ) Vi = %0x0

oy =Dy =Dicjy Dy = [ = YOP+(K7 - X0)2

YP, on, Y2, X2, X]-O, X2, Z? - priblizne vrednosti nepoznatih parametara

)

Funkcionalni model

M Koeficijenti al-j, bijl AU i BU

i da;_; _p”sinvij
i ox; ),” DY,

oa;_; " cosv!
bU = ( : J) = —p—l'
0

ay; Di"_]-

A = = —cosv/
H ( d0X; 0 L
B;i = = —sinv
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Stohasticki model

* Racunanje standardnih devijacija pravaca, duzina i uglova

—> 3 mmD .
Oq;_; =2 Op;_; = 2mm + K i—jlkm] Oy g = Uai_j\/f
Gai—]' L. JDi_j . ..
O ; = NG , G — broj girusa Op,_; = NG , P — broj ponavljanja

* Homogenizacija tezina

Za o, usvojiti vrednost 1!

a§ o¢ g
i—j O-g% Di_j 0_2 j—i—-k O—E
i=j D;_j j—i-k

Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=0
N = ATPA
n = ATPf
* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih velicina
R=-Q¢'n,Qe=N"iliQg=N"* Kontrola radunanja:
V=AR+f VTPV = fTPf + n”)
* Ocena disperzionog koeficijenta
) VTPV
my = f =n—u+d, n-brojmerenja, u — broj nepoznatih parametara,

f d — defekt mreze
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Definisanje datuma geodetskih mreza

* Kod slobodnih geodetskih mreza matrica dizajna A ima nepotpun rang r(A) =
r < u, tj. broj njenih linearno nezavisnih kolona je manji od broja nepoznatih
parametara u. U tom slucaju matrica koeficijenata normalnih jednacina N =
ATPA je singularna, jer je det(N) = 0.

* Veli¢ina d = u — r predstavlja defekt datuma geodetske mreze. Defekt datuma
geodetske mreZe jeste broj nedostajucih datumskih parametara.

* Datum geodetske mreZe Cine parametri koji definiSu koordinatni sistem, odnosno
parametri koji su neophodni za definisanje geodetske mreze po obliku, polozaju i
velicini.

Definisanje datuma geodetskih mreza

* Defekt datuma geodetske mreZe zavisi od vrste merenih veli¢ina u geodetskoj
mrezi.

Datumski parametri

Merene veli¢ine Translacije Rotacija Razmera
ty ty Tz N
DuZine x x x v
Pravci & & & &
Uglovi & & & &
Azimuti x x v x
GNSS 2D vektori x x v
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Klasican nacin definisanja datuma geodetske
mreze

* Kod klasi¢nog nacina definisanja datuma fiksira se neophodan (minimalan)
broj koordinata tacaka/repera mreze.

Buduci da su u mreZi mereni pravci, uglovi i duzine, defekt datuma geodetske mreze iznosi
3 (definisana je razmera geodetske mreZe). Shodno tome, fiksiramo koordinate Y3 i X3, kao
i orijentisani pravac ¢3_4.

Matrica datumskih uslova:
dY, dX, dY, dX, dY; dXsdY,dX,  dZ,

0 0 o 0o 1 0 0o o0 0]ty
RT=l0 0 0 0 0 1 0 0 .. 0|ty
byz a;3 0 0 b3y az; 0 0 017z
N Ryp'_[N- (R‘)T] N
R’ 0] “lR- o0 =N

Definisanje datuma minimalnim tragom
kofaktorske matrice Qg

* Kod ovog nacina definisanja datuma sve tacke mreze koje ucestvuju u definiciji
datuma imaju jednak tretman.
Matrica datumskih uslova formira se na sledeci nacin:
1/\/mlO 1/¢m1° 1/\/ml0 1/\/mlO 0 0]ty g g
gr=| 0 Ym0 Jm 0 Ywm 0 Ym0 0|ty e =
B=— X h=— Y,
mi:l m

_El M _Ez N2 _63 N3 _64, N4 0 0 Tz
m El N2 ‘52 N3 63 un 54- 0 0fs i=1

Kontrola racunanja:

m m
= Y, —Y)2+ ) (X — Xp)?
TR E g Zl( D) Z( »

Al ] e

m — broj tacaka koje ucestvuju u
definiciji datuma geodetske mreze
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Globlani test na grube greske

* Hipoteze

Hy:0% = o¢ protiv Hy:0? # d¢,

pri éemu je 0?2 = M(mﬁ), a M operator matematickog ocekivanja.

* Test statistika

m2

T = _20 ~ Fl—a,f,oo

)

Excel: Fi_g o — FINV(@, f,10000) ‘

Ukoliko je T < F;_g f,00, Nulta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_g f 00, Nulta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u

merenjima prisutne grube greske.

Defintivna kontrola izravnanja

Izravnate koordinate:
Vi = YP +ay;
X =X +dx;
Z;=1Zy; +dZ;

Merene velidine iz izravnatih koordinata:

<

N

~

ai_j = ﬁi] + 27, ﬁi] = arctan<

>

J

Doy = [ = T2+ (8, - R?

) _ ok _»J
Bi-j—k =V —V;

>

Kontrola izravnanja:

Ui j = Aizj = Ai-j

up,_; = Di—j = Dyi-;
J

Ug;_

<
1
(=]

u= uDi_]- u-—

UB;i_jk
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Analiza taCnosti geodetskih mreza

* Ocena tacnosti mozZe biti globalna ako se odreduje jedna vrednost
kao reprezent za ceo skup veli¢ina u geodetskoj mrezi ili lokalna ocena

tacnosti ako se ona odnosi na pojedine veliCine.

Analiza
tacnosti

Tacnost

funkcija

Tadnost
tacaka

Lokalne
mere

Globalne

mere mere mere

Globalne} { Lokalne

Analiza tacnosti geodetskih mreza

* Standardne devijacije koordinata tacaka Qpyp,  Qpz,

Qz,7, CQz,2,
Oy, = 00,/ Qp,2,» Ox; = 00/ 022, Q= '
0y - a priori standardna devijacija

Qy,9,» Qz,x, - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Qg

» Standardne devijacije polozaja taCaka

A A2 A2
Op;, = ’ayi + &y,

Qs,9, Q9.2

Q2,9 QR
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Analiza taCnosti geodetskih mreza

* Elementi apsolutnih elipsi gresaka X

Ay = %(Q;mi + Qpp, T k) Az = %(Q}?i)?i + Qpp, — k)

k = J (Qg.2, — Qr9)?+40Q3% ¢,

A; = oy ;/1111' 'Xf—a,f’ B; =0y /’12,1' 'X%—a,f

)(f_a_f - kvantil y2 raspodele za nivo zna&ajnosti « i broj stepeni slobode f
Za «a usvojiti vrednost 0.05, broj stepeni slobode f iznosi 2 jer kod 2D mreZa tacke imaju dve koord.

Xg.95,2 =5.99,zaa = 0.05 If =2. Excel:x%—a,f N CHIINV(a, f)
X
Analiza taCnosti geodetskih mreza
E Y
2Q3z.9.
0, == (arctan( X ) + KV)
QXL)?i - Q?L?i
Primer: Qx.x, — Qvyy,
2Qz,9, = —2
-t ++
Qg% — Q9 = 2 KV =360° | KV=0°
KV = 180°
ZQXiYi
6= 1(arctan (_—2) + KV) = l(450 + 180°)
S 2 -2 ) -- + =
KV =180° | KV =180°
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Analiza taCnosti geodetskih mreza

* Standardne devijacija izravnatih merenih veli¢ina

oy = O-O‘/Qiiii

0y - a priori standardna devijacija
inii - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Qj

Q= AQAT - kofaktorska matrica izravnatih merenih veli¢ina

Analiza pouzdanosti geodetskih mreza

* Pouzdanost geodetske mreie predstavlja kvalitet predloZenog resenja sa aspekta moguénosti
otkrivanja grubih gresaka u merenjima (unutrasnja pouzdanost), i sa aspekta uticaja neotkrivenih
grubih gresaka na ocene traZenih veli¢ina (spoljasnja pouzdanost).

Analiza

pouzdanosti

Unutrasnja Spoljasnja
pouzdanost pouzdanost
Globalne Lokalne Globalne Lokalne
mere mere mere mere
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Unutrasnja pouzdanost geodetskih mreza

* Koeficijenti unutrasnje pouzdanosti

Q= AQgAT - kofaktorska matrica izravnatih merenih veli¢ina

Q, =P 71— Q; - kofaktorska matrica popravaka merenih veli€ina
. Kontrola:

1 = Qo * P Zri:f’

»,9; — i-ti dijagonalni element matrice Qg

P; — i-ti dijagonalni element matrice teZina P f =mn = u+ d-broj stepeni slobode.

Koeficijent r; predstavlja uticaj grube gresSke i-tog opazanja na i-tu popravku.
Verovatnoda otkrivanja grube greske je veéa ukoliko je koeficijent r; vedi.
r; < 0.3 —nepouzdano merenje, r; = 0.3 — pouzdano merenje

Unutrasnja pouzdanost geodetskih mreza

* Marginalna gruba greska koja se moze otkriti Data snooping testom
Gl _ 0-0\//1_0

P; /Qmi

V AO = tl—Bo + tl—aO/Z
t1-p, - kvantil studentovog rasporeda za usvojenu moc testa

, v/ Ao - parametar necentralnosti

t1—a,/2 - kvantil studentovog rasporeda za usvojeni nivo znacajnosti

VAo = 0.842 + 1.96 = 2.802,za 1 — 8, = 0.80 i @y = 0.05.

Marginalna greska G; predstavlja vrednost grube greske koja se moZe otkriti
Data snooping testom, pod pretpostavkom postojanja samo jedne grube greske.

11
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S transformacija

* S transformacija je linearna transformacija koja omoguéava datumsku
transformaciju vektora X i kofaktorske matrice Qg bez ponovnog izravnanja
geodetske mreze.

R = SX, Qg = SQ.ST

gde je:

S =E—R(RTWR)1RTW
E — jedini¢na matrica

W —dijagonalna matrica pomocu koje se specificira koje tacke ucestvuju u
definiciji datuma

R — matrica datumskih uslova

S transformacija

* Matrica datumskih uslova formira se na slededi nacin:

1 0 1 0 1 0 _ :

ty Xizxi_ZXl

RT = 0 1 0 1 0 1|t m
X1 X0 —Xm Ym T2 )—,_:Y‘_ZYL'

i\ X, X Y, Xl s m

m — broj tacaka mreze

12
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Ocenjivanje funkcija nepoznatih parametara

* U slobodnim geodetskih mrezama, generalizovana inverzija matrice
koeficijenata normalnih jednacina zavisna je od izbora datuma, pa je i
ocena vektora prirastaja nepoznatih parametara zavisna od izbora
datuma. Medutim, u geodetskim mrezama postoje funkcije koje su
invarijantne od izbora datuma koje se nazivaju ocenjive funkcije.

* Potreban i dovoljan uslov ocenjivosti:

h” = hTN™N - za klasi¢no definisan datum

h” = hTN*N - za datum definisan minimalnim tragom

o oF oF oF
— [\ox; J\0Xz ) 7 \0X, )

Funkcije za koje su ove jednakosti ispunjene su
ocenjive, dok su ostale funkcije neocenjive.

Ocenjivanje funkcija nepoznatih parametara

* Standardne devijacije ocenjivih funkcija u geodetskoj mrezi odreduju
se na slededi nacin:

6-1;' = 0_0VhTN_h
6-F = O'0VhTN+h

13



