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lzravnanje po metodi posrednih merenja

* Gaus-Markovljev model izravnanja

v=Ax+f — funkcionalni model
P, = Q;}E(v) =0 -stohasticki model
* Funkcionalnim modelom je definisana funkcionalna (matematicka)

veza izmedu merenih veliCina i nepoznatih parametara modela.

 Stohasticki model definiSe odredene pretpostavke u vezi sa
merenjima.



Funkcionalni model

* Primer 1 - dvodimenzionalna geodetska mreza

U trouglu su mereni uglovi i duzine: a, B, ¥, a, b i c. Standard merenja
pravaca iznosi 2”, a duzina 3mm + 3mm/km.
Izravnati rezultate merenja i oceniti taCnost merenja i izravnatih velicina.

Funkcije veze:
a=a+v,=X

,BA:,B‘FU[;:Y
y=vy+v =180°—(X+Y)
a=a+v, =172

. z
b=b+v, = Sin ) - sin(Y)

= D sin(180° — (X + Y))



Funkcionalni model

* Primer 1 - dvodimenzionalna geodetska mreza

Neke od ovih funkcija linearizuju se razvojem u Tejlorov red u okolini pribliznih
vrednosti nepoznatih parametara, nakon cega se dobijaju jednacine popravaka:

Vg =adX + fo, Ja =Xo—«
Uﬁ=dY+fﬁ, f,B=YO_,8
v, =—dX —dY +f, f,=(180°—(Xo+Y))—vy

Vo =dZ +fq, fa=2Zp—a
Zo
sin(Xp)

vy = aydX + bydY + ¢;dZ + fy, fy = ( -sin(Yp)) — b

v, = aydX + bydY + c,dZ + f, f. = (Sinz& = -5in(180° - (Xo + Y))) — ¢




Funkcionalni model

* Primer 1 - dvodimenzionalna geodetska mreza
Koeficijenti a;, b; i ¢; formiraju se na slededi nacin:

—Zo-SinYy-cosX, 1

Q
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sin?X, p

db Zo-cosYy, 1
by = (6_)0 - sin X, ;

db sin’Y,
‘1= 0_>0 N sin X,

dc —Zy + cos[180° — (Xy + Yy)] - sinXy, — Z, - sin[180° — (X, + Y;)] - cos X, 1
“2 = <a_>0 - Sin?X, )
b, = (a—;)o = siflOXO - (—cos[180° — (Xo + Yo)]) %

dc sin(Xy + Yp)
2= 0_>0 N sin(X)



Funkcionalni model

* Primer 1 - dvodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice dizajna A i vektora slobodnih ¢lanova f:

dX dY dZ o

1 0 0]a fa

0 1 0|p bj

|1 -1 0|y |5

A=lo o0 1|a 7|

a, by cq|b fi

la, b, clc £
Napomene:

* Slobodna ¢lanove za horizontalne pravce izraziti u sekundama.
* Slobodne ¢lanove za duzine izraziti u milimetrima.
* Pri raCunanju koeficijenata a;, b; i ¢; duzine Z izraziti u milimetrima.



Stohasticki model

* Primer 1 - dvodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice tezina P:

Tezine merenja P; predstavljaju stepen poverenja u rezultate merenja.

O'p=2" = O'a=0"320'y=\/§'2“

Za 0y usvojiti vrednost 1! p _U_o2 p _U_g
mm a_O'g’ a_o'g P, 0 O
aa=3mm+BE-a[km] ;1 ) 0 Py 0
o, = 3mm + 3 b[km] P/3’=0_§:Pb=a_(; P = 0 0 &
b km O-O'ﬁ 0y 0 0 0
0, =3 mm +3-—- c[km] 02 o2 0 0 0
h=—b=7 L0 0 0

0z, o/

Kompletno resenje primera 1 dostupno je u fajlu Racun izravnanja - VezZba 5.xlsx.
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Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=0
N = ATPA
n = ATPf

* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih veliCina
£=—Q¢-n,Qe=N"1 Kontrola racunanja:
=AR+f VPV = fTPf + n’%

* Ocena disperzionog koeficijenta
vIPY

7

2 __ . . . .
my = f =n —u, n—broj merenja, u — broj nepoznatih parametara



Globlani test na grube greske

* Hipoteze
Hy:0? = of protiv Hy: 0% # o¢,
pri éemu je 0% = M(mg), a M operator matematickog ocCekivanja.

e Test statistika

_ M

T = 2z Fi_af 0 Excel: F;_4 o — FINV(a, £,10000)

Ukoliko je T < F;j_g4 f 00, NUlta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_4 f 00, NUlta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u
merenjima prisutne grube greske.



lzravnate vrednosti merenja i nepoznatih parametara

* |zravnate vrednosti nepoznatih parametara

X=X, +dX Fid
Y=Y, +dY R=|dy
7=27,+dZ dZ |
* |zravnate vrednosti merenih velicina
a=a+ 7, D,
g=p+ 93 9'3
y=v+7v o= 7%
ad=a+ 7, U,
b=b+1p, Up
&=c+7, D]




Analiza tacnosti geodetskih mreza

* A posteriori standardna devijacija (globalna mera ta¢nosti)

_|[vTPY
moy = 7 ,

pri Cemu je f = n — u broj stepeni slobode.

e Standardne devijacije nepoznatih parametara (lokalne mere tacnosti)

Ox = Mo/ Qg%
Oy = Mo/ Qyy, Q¢

67 = Mo/ Qz2,

pri cemu su Qz%, Qpyp | Q27 dijagonalni elementi kofaktorske matrice Q.
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Funkcionalni model

 Jednacine popravaka — visinske razlike (geometrijski nivelman)
Ahi_j = Ahi_j + van,_; (1)
Ah;_; = H; — H; (2)
Na osnovu izraza (1) i (2) moze se napisati:

vAhi—j — (ﬁ] — ﬁl) - Ahi_j, FIJ — H]O + dH] I ﬁi — HLO + dHl',

, — H]O + dH] — HLO - dHl — Ahi_j,

vAhi_]

a onda:
Van,_; = AH; — dH; + fan,_ . fan,_, = (HY — HP) — Ah;_;.
i—j )| L Ahi_jr» JAh;_; J [ I—]



Funkcionalni model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

U nivelmanskoj mrezZi koja se sastoji od 6 repera merene su visinske razlike metodom
geometrijskog nivelmana. lzravnati rezultate merenja i oceniti tacnost nepoznatih
parametara.

Dati reperi: 10, 11112

Nepoznati reperi: 1,213

Priblizne visine repera:

HY ,+H?

0o _ 0o __ 0 _ M11 1,2
Hi,1 = Hyo + Ahyo_q1, Hi; = Hi5 + Ahyy_q, HY = —
0o _ 0o _ 0 _ H3,+H3,
H; 1 = Hyp1 + Ahyq_5, Hyy = Hip + Ahyy 5, Hy = —
0 0
H3 1+H3

H§,1 = Hyo + Ahq9-3, H??,z = Hy1 +Ahyy-3, H?? - 2

12

10

11



Funkcionalni model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Jednacine popravaka:

Vahyoo, = AH1 + fany,_ .o fang,_, = (HY — Hio) — Ahyoq
Vahyooy = AH3 + fanyy s fang,., = (H3 — Hig) — Ahqg_3
Vahyy, = AHy + fan,,_,» fang,., = (H3 —Hy1) —Ahqq
Vahyyoy = AH3 + fan,, o fang,_, = (HS —Hy1) — Ahqq_3
Vany,_, = AH1 + fany, . fang,, = (H? — Hiz) — Ahgpg
Vahy,, = AHy + fang, o fang,_, = (H3 — Hiz) — Ahqpp
Vpn,_, = AdHy — dHy + fan, ., fan,, = (H —H3) — Ahy_4
Vpn,_, = AdHy — dH3 + fan,_,, fan,., = (H3 —H3) — Ahs_,



Funkcionalni model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje matrice dizajna A i vektora slobodnih ¢lanova f:

dH, dH, dH, i i
1 0 0 7Ahy . ;Ahl"‘l
0 0 1 |Ahjy_s Ah1o-3
0 1 0 [Ahq1-, fAh11—2
A—|0 O 1|Ahys o faniq_s
1 0 0 [Ahyp fang, 4
0 1 0 Ak fAh12—2
1 —1 0 | Ahy,y fan
0 1 —114hs, o
| fans_, |
Napomena:

* Slobodna ¢lanove izraziti u milimetrima.



Stohasticki model

* Primer 2 — jednodimenzionalna geodetska mreza

Formiranje tezina merenja:

p 1
Ahi_ i — )
Al | SL—]
S;—j — duzina nivelmanske strane u kilometrima.
1
Panyo_y = Sio—1’ Ahqiz4 Si2-1 [PAnyy_y 0 0 0 0
1 0 PAh10_3 0 0 0
PAh O 0 PAhll 2 0 0
10-3 » L Ahqp_o —
S10-3 Siz—z p_| 0 0 0 Pany, O
Py =—— Py = — 0 0 0 0  Pang,,y
-z — g AR T g 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
Pppy, 5 = Sll_s:PAhg_z =5, 0 0 0 0 0

Kompletno reSenje primera 2 dostupno je u fajlu Racun izravnanja - Vezba 5.xlsx.
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Primena metoda najmanjih kvadrata (MNK)

* Sistem normalnih jednacina

NX+n=0
N = ATPA
n = ATPf

* Ocena nepoznatih parametara i popravaka merenih veliCina
£=—Q¢-n,Qe=N"1 Kontrola racunanja:
=AR+f VPV = fTPf + n’%

* Ocena disperzionog koeficijenta
vIPY

7

2 __ . . . .
my = f =n —u, n—broj merenja, u — broj nepoznatih parametara



Globlani test na grube greske

* Hipoteze
Hy:0? = of protiv Hy: 0% # o¢,
pri éemu je 0% = M(mg), a M operator matematickog ocCekivanja.

e Test statistika

_ M

T = 2z Fi_af 0 Excel: F;_4 o — FINV(a, £,10000)

Ukoliko je T < Fj_g4 f 00, NUlta hipoteza se ne odbacuje, tj. nema grubih gresaka.

Ukoliko je T = F;_4 f 00, NUlta hipoteza se odbacuje, pa konstatujemo da su u
merenjima prisutne grube greske.



lzravnate vrednosti merenja i nepoznatih parametara

* |zravnate vrednosti nepoznatih parametara

ﬁl - H? + d/ﬁl d/ﬁl
ﬁz — Hg + d/HZ 52 — d/ﬁz

* |zravnate vrednosti merenih velicina

Ahqio-1 = Ahyo-1 + Dpnyy_,

— A\

— B . VAhyo-1 |

Ahyg_3 = Ahyg-3 + Vpp,,_, S

i _ AR ~ Vahio-3
11-2 = ANy1—2 + Vap,_, D

o AR R Ahy1-2
11-3 = ANy1-3 + Vapy,_, D

Bhypy = Ahypq + 9 el
12-1 = BNy 1 T Vpp,,_ | P

e A 12-1 VAhy,_4

Ahyp_5 = Ahyp_5 + VAhip- ﬁAh12—2

Ahy_y = Ahy_y + Dpp,_, Uan,,

Ah3_2 = Ah3_2 + VAhs_, i vAhS—Z -



Analiza tacnosti geodetskih mreza

» A posteriori standardna devijacija (globalna mera tacnosti)
VTPV
f )

priCemu je f = n — u broj stepeni slobode.

m():

e Standardne devijacije visina repera (lokalne mere tacnosti)

6-Hi — mO Qﬁl

0o - a priori standardna devijacija Q

Qﬁi - dijagonalni elementi kofaktorske matrice Qg

O
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